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Prefacio

Este cuaderno es uno de la serie de ocho, escrita para maestros de en-
seflanza elemental més bien que para sus alumnos. Cada cuaderno com-
prende la exposicidn de un tema bésico de mateméticas. Estos temas se¢
hallan entre los que el maestro de ensefianza elemental necesita dominar
para tener una comprensién més cabal de la matemitica que usualmente
se ensena en la escuela de ese grado. Cada cuaderno es la introduccién a
un tema, no un tratado exhaustivo. El lector interesado debe estudiar el
tema con mayor profundidad en otras obras.

Los temas escogidos son especialmente importantes para aquellos maes-
tros que creen que las experiencias de aprendizaje, trasmitidas a los nifios
del ciclo elemental, deberian emnpezar por el desarrollo de algunos concep-
tos unificadores basicos en matematicas. Muchos profesores han encontra-
do que su educacién profesional no los prepara para ensefar aritmética de
modo congruente con este punto de vista. Es el deseo de los autores y
del NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) que esta se-
ric de cuadernos pueda ser una ayuda para estos profesores, asi como para
otros que también estin interesados er mejorar su instruccién.

Los titulos de los cuadernos de esta serie son:

Cuaderno 1. Conjuntos

Cuaderno 2. Numeros enteros

Cuaderno 3. Sistemas de numeracion para los numeros enteros
Cuademo 4. dlgoritmos de las operaciones con nimeros enteros
Cuaderno 5. Ndmeros y sus factores

Cuaderno 6. Nudmeros racionales

Cuaderno 7. Sistemas de numeracion para los nimeros racionales
Cuaderno 8. Proposiciones numéricas

Aconsejamos que, si es posible, los cuadernos sean leidos en ¢l orden
numérico correspondiente, con excepeidn del octavo (Proposiciones numé-
ricas} que puede apartarse del orden citado.
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Cuaderno

PRINCIPIOS DE LA TEORIA_DE CONJUNTOS

Imporiancia 0 ia de conjuntos
en la matemitica de la ensefianza elemental

Hay muchas respuestas para la reiterada pregunta: ;por qué son im-
portantes los conjuntos en la matemitica? La respuesta depende, en parte,
de la persona que conteste. Aqui reduciremos la pregunta a estos términos:
Jpor qué son importantes los conjuntos en la matematica de la ensefianza
elemental? Debido a que estamos interesados, ante todo, en la importancia
de los conceptos de la teoria de los conjuntos y cdmo estdn relacionados
éstos con las primeras experiencias de los nifios en la matemdtica, y también
en la aplicacién que los maestros de nivel elemental puedan dar en sus
actividades a la teoria de conjuntos.

En cierta forma la introduccién de la teoria de conjuntos en la ense-
flanza elemental no constituye un nuevo planteamiento de la educacién
matematica. Los conjuntos s¢ han usado durante muchos afios al ensefiar
a los nifios a contar y resolver preguntas que implican la nocién de canti-
dad. Es muy comin usar, por ejemplo, una coleccién de cubos, una hilera
de sillas, un conjunto de platos y otros objetos, para ofrecerles represen-
taciones concretas y formarles la idea de ntimero. Conviene observar que
el uso de conjuntos de objetos concretos es de valor para comprender el
conceptoe de nimero. En este sentido, los conjuntos tendran siempre impor-
tancia en la ensenanza elemental.

Sobran razones para confiar en que la ensefianza de los conceptos de
Ia teoria de'los conjuntos y su terminologia para nifios pequefios redunde
en un mayor aprovechamiento para la comprensién del concepto de nu-
mero; porque los nifios siempre han esperado adquirir ese concepto como
parte de su educacién general. Examinemos algunas de ellas:

1. Actualmente se cree que el concepto de niimero entero puede ser
adquirido de modo mas claro por medio de la teorfa de los conjuntos. Estos

9



10 CONJUNTOS

siempre han desempefiado un papel fundamental para desarrollar en los
nifios la nocién de la naturaleza de nimero. En muchos casos, sin embargo,
no se ha establecido claramente la relacién entre el uso de los conjuntos y
la palabra “nimero”. Frecuentemente slo el contacto sensorial nos informa
de los conjuntos, de lo que resulta una experiencia débilmente relacionada
con e} concepto de niimero, en sentido plenamente abstracto.

2. Porque las ideas geométricas, asi como las aritméticas pueden ser
formuladas clara y concisamente en funcién de los conjuntos. Es preferi-
ble que desde sus primeros afios los nifios se den cuenta de la posibilidad
del uso de conjuntos de un tipo {de puntos, por ejemplo) para tratar con
otro tipo de conjuntos (de niimerocs, por ejemplo). Una vez conocida la
relacién entre los conceptos de la teoria de los conjuntos, su terminologia
y el concepto de niimero, puede aplicarse directamente a las primeras expe-
riencias mediante conjuntos de puntos, que servirdn como un puente entre
las ideas de nimero y las ideas geométricas.

3. Silos conceptos de conjuntos se adquieren desde los primeros afios
escolares, constituyen un s6lido fundamento de los conceptos mateméticos
més avanzados que los nifios encontraran en los afios superiores de la escuela.

Las nociones de conjuntos que los nifios necesitan en sus primeros afios
son sencillas y escasas. Ademds el simbolismo y la terminologia necesarios
para tratarlas se exponen de un modo facil y accesible a los nifios, Exami-
nemes algunas de estas nociones, asi como los términos y simbolos usados
en este cuaderno al hablar de conjuntos.

Conjuntos

¢Qué es un conjunto? En vez de tratar de definir esta nocién funda-
mental, lleguemos a un acuerdo acerca de lo que es un conjunto citando
algunos ejemplos:

a) Un rebafio de reses es un conjunto (de reses).

b) Una manada de leones es un conjunto (de leones).

¢) Una bandada de codornices es un conjunto (de codornices).
d) Un ejército es un conjunto (de soldados}.

¢} Un césped es un conjunto (de plantitas herbiceas).

f) Una vajilla es un conjunto {(de piezas de loza).

En resumen, un conjunto es una coleccidn de una clase particular. Las
cosas {cualesquiera que sean) que constituyen un conjunto dado se llaman
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miembros o elementos del conjunto. Por ejemplo, los miembros de cier-
ta bandada de codomices, los miembros de cierta manada de buafalos,
son cada una de las codornices de la bandada y cada uno de los biifalos de la
manada, y los miembros de una vajilla determinada son cada uno de los pla-
tos, copas, salseras, etcétera, de esa vajilla. Un conjunto, desde el punto de
vista matematico, es una coleccidn bien definida.

Pero esto no significa que Ia palabra “conjunto” haya sido definida, sino
que una coleccién especifica ha sido descrita tan claramente que el nmero
de sus miembros es inequivoco para todo interesado.

Algunos ejemnplos de colecciones bien definidas son los siguientes:

a) El conjunto cuyos miembros son las letras del alfabeto,

b) El conjunto cuyos miembros son los meses del calendario.

¢) El conjunto cuyos miembros son todos los canales de televisién co-
mercial de la ciudad de México.

En cada uno de estos casos no surgen dudas acerca de si un miembro
pertenece © no a un conjunto particular.

Considérese, por ejemplo, una clase de alumnos de segundo grado del
grupo C de la Escuela Reforma. El enunciado “nifios del grupo C del se-
gundo grado de la Escuela Reforma es un conjunto”, ;define claramente
la coleccién que constituye a ese conjunto?

La {inica manera de contestar correctamente esta pregunta es ver si la
descripcién es clara o no y si queda convenientemente definida de modo
que cualquier cosa dada puede identificarse como miembro, o no, de la
coleccién. ¢Se incluye al profesor en el conjunto? Como el enunciado
especifica “alumnos del segundo grado” nos indica que el profesor no es
miembro del conjunto. Juan Rodriguez, alumno también del grupo C del
segundo grado, pero que hoy est4 enfermo, encamado en su casa y que
asistird a clases después, ; puede considerarse como miembro de este conjun-
to? Formulada asi esta descripcién, resulta inadecuada para permitirnos
dar una respuesta clara de si o no. Puede considerarse a Juan Rodriguez
miembro de su “clase” tomada en el sentido de “aquelios inscritos en ella”,
pero, por otro lado, el sentido podria ser: “aquellos que estin en clase en
estos momentos”. En este Gltimo caso, ¢ pedemos incluir en el conjunto a
Marfa Sanchez, alumna del segundo grado, quien en esos momentos visita
el grupo € para entregar una nota al profesor, pero que realmente es alum-
na de la profesora Martinez, titular del grupo 4 de la misma escuela? Esto
basta para ilustrar que la coleccién considerada no estd claramente descrita
y no puede ser clasificada como bien definida.
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Seri provechoso que los maestros empleen descripciones de este tipo
para imbuir en los alumnos la necesidad de tener cuidado al especificar la
coleccién que integra al conjunto.

La mayoria de las colecciones usadas en los primeros grados son bien
definidas. Por ejemplo, colecciones especificas de cubos o colecciones espe-
cificas de simbolos escritos en tableros, pizarrones o en hojas. Con este tipo
de colecciones habrd pocas dudas acerca de cuiles son los elementos que
contiene, y cudles no.

Simbolismo

A continuacién tenemos un ejemplo de un método por medio del cual
puede describirse un conjunto:

A = {Maria, Juana, Beatriz}

que se lee “el conjunto cuyos miembros son Maria, Juana y Beatriz”. Se
usardn letras maytsculas, generalmente, para simbolizar conjuntos. Las
llaves * { } (algunas veces llamadas paréntesis de llave) se usan también
cuando se describen conjuntos, y los simbolos o nombres que estén encerra-
dos entre llaves, se entiende que son los miembros o elementos de los con-
juntos, Cuando se escribe una lista de los miembros de un conjunto y se
encierran éstos entre llaves, se separan con comas. :

También es correcto, en lugar de una lista de miembros, escribir entre
llaves una frase descriptiva de los miembros del conjunto. Por ejemplo, si
queremos considerar a los profesores de la Facultad de Ciencias como los
miembros de un conjunto, podemos usar C para simbolizar el conjunto y
evitar asi repetir la especificacién de los miembros cada vez que necesitemos
referirnos a este conjunto. Por tanto, el conjunto anterior, que simboliza-
mos con la letra C, puede ser representado por

C = {profesores de la Facultad de Ciencias}

que se lee “el conjunto cuyos miembros son {todos) los profesores de la Fa-
cultad de Ciencias”. Si deseamos escribir la lista de los miembros de este
conjunto, podemos hacerlo de la siguiente manera:

C = {profesor Diaz, profra. Hernindez, profra. Pérez, ..., profra. Ledn},

* Este simbolo y todos los que se usan en este cuaderno se encuentran en la

lista de la pigina 57. Constltese siempre que se tenga alguna duda sobre cbmo leer
un simbolo.
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que se lee “el conjunto cuyos miembros son el profesor Diaz, la profesora
Hernandez, la profesora Pérez, ..., la profesora Leén”. (Aqui los tres
puntos ..., significan que hay otras personas en el conjunto de profeso-
res, pero debido a que la lista es larga empleamos esta forma para indicar
de modo claro el sentido, en vez de nombrar a todos los profesores.) Enton-
ces, se entiende mediante los tres puntos que el nombre de cada profesor
estd incluido sin necesidad de que figure en la lista.

Hay algunos conjuntos que no tienen miembros. Al conjunto que no
contenga miembros se le llamard conjunto vacio, o conjunto nulo, que ge-
neralmente se simboliza por la letra @ del alfabeto escandinavo. Entonces
leemos el simbolo @ como “el conjunto vacio” o “el conjunto nulo”. Pode-
mos también usar el simbolo { } para representar el conjunto vacio. Ei
conjunto cuyos miembros son las mujeres de 1000 afios de edad que viven
actualmente, es un ejemplo del conjunto vacio o conjunto nulo. Si usamos
la letra T para simbolizar este conjunto, podemos escribir

T=¢ o T={}

El simbolo € se usa para abreviar “es miembro de” o “es elemento de”.
Si E denota el conjunto de los niimeros pares, Ia expresién “2 € E” significa
“2 es miembro de E”.

Para representar los elementos o miembros de un conjunto, se usan
como simbolos las Jetras minusculas del alfabeto, por ejemplo: a, b, ¢, x, ¥, z.
La expresién

a€ A

se debe leer “‘z es miembro, o elemento, del conjunto 4”, o simplemente:
“a es miembro de A",

La linea inclinada / frecuentemente se usa en matematica como un
simbolo de negacién. El simbolo € se lee “no es miembro (elemento) de”.
Por ejemplo, si la profesora Jiménez no ensefia en la Facultad de Ciencias
y si € simboliza el conjunto de profesores de la Facultad de Ciencias, enton-
ces podemos: escribir

profesora Jiménez # C,

lo cual se lee “la profesora Jiménez no es miembro (elemento} del con-
junto €.
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Grupo de ejercicios 1

1. Especificar los miembros de cada uno de los siguientes conjuntos.

a) El conjunto de Estados de la Republica, litorales. del Golfo de
México.

&) El conjunto de los seis primeros meses del afio.

¢) El conjunto de satélites naturales de la Tierra.

d) El conjunto de presidentes de Ameérica latina que sean mujeres
en 1967.

¢) El conjunto de los Grandes Lagos.

f) El conjunto de las cinco primeras letras del alfabeto espaiiol.

2. Seleccione de entre las tres posibilidades la descripeién mis adecuada
para cada uno de los conjuntos de la siguiente lista.

a) J = {junio, julio}
1. El conjunto de dos meses calurosos.
2. El conjunto cuyos elementos son dos meses consecutivos.
3. El conjunto cuyos elementos son dos meses consecutivos, de suer-
te que sus nombres empiecen con la letra J.

b) L = {x, 9,2}
1. El conjunto de las tres wltimas letras del alfabeto.
2. El conjunto de tres consonantes del alfabeto.
3. El conjunto de tres letras del alfabeto.

¢) P = {Mercurio, Venus, Tierra, Marte}.
1. El conjunto de los 4 dltimos planetas descubiertos del sistema
solar.
2. Los 4 planetas més préximos al Sol.
3. Cuatro de los planetas que integran el sistema solar.

3. Dados 4 = {a, b, ¢, d},
B = {e’ f’ gﬂ k}.’

C= {a, &1, o0, u}.

En los siguientes espacios blancos escriba el simbolo correcto € o #

a) a A d) b A g f A
b) a——B ¢) b B k) f——B
¢) a -C ) @ c ) f—C
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Igualdad de conjuntos

Dados A= {a,b,¢ d)}
y B=c,d, q, b},

observamos que cada uno de estos conjuntos contiene exactamente los mis-
mos elementos, aunque no estin escritos en el mismo orden. Esta relacién
puede ser indicada por el simbolo de igualdad = (que se lee “igual” o “es
igual a”). Entonces, podemos decir que

A=B

porque el conjunto 4 y el conjunto B contienen exactamente los mismos
elementos.

Es muy conveniente observar que no se tiene en cuenta el orden en el
que se enlistan los miembros de cada conjunto.

Por tanto:

' {a,b,¢,d) = {c,d, a b} = {a,¢,b,d).
En resumen, decir que dos conjuntos son iguales equivale a decir que real-

mente no se tienen dos conjuntos, sino que sélo se tiene uno. Podemos
enunciar de un modo mis formal la definicién de la siguiente manera:

St A simboliza un conjunto y B simboliza un conjunto, entonces
para los conjuntos A v B la proposicién

4A=B
significa que A y B simbolizan ¢l mismo conjunto.

Cuando leemos proposiciones que contienen conjuntos ligados mediante
el signo de igualdad, es til interpretar dicho signo en términos de identidad.
Entonces, la siguiente proposicién simbélica

C = {maestros de la Facultad de Ciencias}

debe ser interpretada como una afirmaciéon con la cual indicamos nuestro
acuerdo en usar dos simbolos diferentes (o un simbolo y un grupo de sim-
bolos) para representar un mismo conjunto de gente.

S

Subconjuntos

Cualquier parte de un conjunto puede interpretarse como conjunto. Por
ejemplo, los miembros del conjunto de nifios de un grupo, en un momento
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dado, pueden tomarse para formar otros dos conjuntos: el conjunto de nifios
del grupo y el conjunto de nifias del mismo grupo. A estos conjuntos resul-
tantes se les llama subconjuntos del conjunto de nifios del grupo. La rela-
cién relativa a “subconjuntos” puede indicarse mediante el simbolo de in-
clusibn C, que debe leerse “es subconjunto de”. Por tanto, el enunciado

{Germén, Elena} C {Germén, Elena, Marfa}

debe leerse “el conjunto cuyos miembros son Germdn y Elena, es un sub-
conjunto del conjunto, cuyos miembros son Germén, Elena y Maria”. De
manera més formal, tenemos la siguiente definicién:

Para dos conjuntos A y B la proposicién

ACSB
significa que todos los miembros de A son miembros de B.

Como otro ejemplo consideraremos
{Juan} C {Juan, José, Tomé4s}

lo que debe leerse “‘el conjunto cuyo {nico miembro es Juan es un sub-
conjunto del conjunto, cuyos miembros son Juan, José, Tomis”. Esto
asegura que estamos considerando un subconjunto de {Juan, José, Tomé4s}
cuyo inico miembro es Juan.

Un conjunto dado puede tener varios subconjuntos. ;Cudntos? Tal vez
podamos determinarlo, considerando unos cuantos casos especificos. Exami-
nemos nuevamente €l conjunto

{Juan}.

A primera vista, el {inico conjunto 4 que cumple con las condiciones de
la definicién anterior, tal que

A C {Juan}

parece ser el mismo {Juan}. Ciertamente, segiin nuestra definicién, cual-
quier conjunto es un subconjunto de si mismo, porque contiene como miem-
bros a todos los miembros del mismo. Consideremos, ademas, el conjunto
que no contiene elementos, { }. ;Serfa tal conjunto un subconjunto de
{Juan}? De acuerdo con nuestra definicién el enunciado siguiente:

A es un subconjunte de B

significa que todo miembro de 4 es miembro de B. Esto implica que si A
no es un subconjunto de B debe contener, por lo menos, un miembro que no
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es miembro de B. Pero el conjunto nulo no contiene tales miembros. En-
tonces el conjunto {Juan}, que contiene un solo elemento, tiene dos sub-
conjuntos {Juan} y &.
Intencionalmente decimos ¢! conjunto vacio, porque de acuerdo con la
definicién de igualdad de conjuntos, todos los conjuntos vacios son iguales.
En seguida consideremos el conjunto {Juan, José}, que contiene dos
miembros. Sus subconjuntos son

2,
{Juan},
{José},

{Juan, José}.

Por tanto, un conjunto que contiene dos miembros, tiene cuatro subcon-
juntos.

De manera similar, el conjunto {Juan, José, Tomés} tiene ocho sub-
conjuntos

?, {Juan, José},
{Juan}, {Juan, Tomés},
{José}, {José, Tom4s},

{Tomas}, {Juan, José, Toms4s}.

Si se hace con cuidado una lista de los subconjuntos del conjunto {Juan,
José, Tomds, Roberto} se encontrard que tiene dieciséis subconjuntos, y el
conjunto {Juan, José, Tomais, Roberto, Rafael} tiene treinta y dos subcon-
juntos. Entonces, tenemos el siguiente cuadro:

Cuabro 1%
Nimero de miembros Namero de
de un conjunto subconjuntos
2,620
4=2x%x2062°

8=2X2x2062
16=2x2x2x2 62¢
32=2%2Xx2%xX2x2 62°

Gush LN

# Los numerales que aparecen en el cuadro como indices superiores {a la dere-
cha de los numerales) se les llama exponentes. El uso de los exponentes es una forma
conveniente para indicar cuintas veces aparece un nimero como factor. Entonces
21 indica que 2 aparece como factor una vez. De manera similar, 22 indica que 2.
aparege como factor dos veces.
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Aunque aqui no demostraremos la deduccién de esta. férmula, los ejem-
plos anteriores nos llevan a la conclusién de que si un conjunto tiene n
miembros, entonces el niimero de sus subconjuntos es 2%, En otras palabras,
tantos subconjuntos como el producto de » factores, cada uno de los cuales
es 2. Por lo cual un conjunto que contiene diez miembros tiene exacta-
mente 2!° 6 1024 subconjuntos; y un conjunto que contenga.veinte miem-
bros, tiene 2%° 6 1048 576 subconjuntos.

Subconjuntos propios

Si A y B simbolizan dos conjuntos tales que 4 es un subconjunto de B,
y B tiene por lo menos un miembro que no es miembro de 4, entonces se
dice que 4 es un subconjunto propio de B (o que estd propiamente inclui-
do en B) y simbdlicamente se escribe

A C B
La proposicién
{Germén, Elena} C {German, Elena, Maria}

asegura que el conjunto {Germén, Elena} es un subconjunto del conjunto

{German, Elena, Maria}; y que el Gltimo conjunto tiene cuando menos

un miembro {en este caso Maria) que no es miembro del primer conjunto.
Enunciemos formalmente esta definicién:

Paraq los conjuntos A y B la proposicién
A CB

significa que A C B, y que B tiene por lo menos un miembro
que no es miembro de A.

Por lo cual, €l ejemplo que vimos {Germén, Elena} C {German, Ele-
na, Marfa} es una proposicién que indica que {Germén, Elena} es un sub-
conjunto propio de {German, Elena, Maria}. De todas maneras es cierto
que {Germén, Elena} es un subconjunto de {German, Elena, Maria} y es
aceptable escribir

{Germén, Elena} C {Germin, Elena, Maria}.
También es aceptable escribir la siguiente proposicién como verdadera:

{Germén, Elena, Marfa} C {Germéan, Elena, Maria}
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pero no es cierto que
{German, Elena, Maria} C {Germén, Elena, Maria},

puesto que el conjunto simbolizado en el miembro derecho de la proposi-
cifn no contiene ningiin miembro que no sea miembro del conjunto sim-
bolizado en el miembro izquierdo de la proposicion,

La tnica diferencia entre el concepto de subconjunto y el de subcon-
junto propio consiste en que un conjunto es un subconjunto de si mismo,
pero no es un subconjunto propio de si mismo.

Grupo de ejercicios 2

1. Haga una lista de los subconjuntos del conjunto {barco, carro, avién,
tren}.

2. 8i € = {Veracruz, Matamoros, Jalapa, Laredo, Ciudad Juérez,
Tampice, Cérdoba, Piedras Negras}.
Determine los miembros de los siguientes subconjuntos del conjunto C:

a) Ciudades de Veracruz
b) Ciudades fronterizas con los Estados Unidos
) Ciudades que son capitales de Estado.

3. Dados G = {Lidia, Maria, Susana, Ana, Carolina}
A = {Lidia, Maria, Susana, Ana}
B = {Lidia, Maria, Ana, Susana}
C = {Lidia, Marfa}

para obtener una proposicién verdadera ¢en cuiles de los espacios podemos
insertar el simbolo C y en cuales podemos insertar el simbolo C?

a) A——G ¢) C———B
b) A-~—m—m2B8 d) Cum—0G

Conjuntos universales

Es muy titil, cuando se piensa y se habla acerca de conjuntos, saber que
los miembros de un conjunto dado pertenecen a alguna “poblacién” deter-
minada. Por ejemplo, si deseamos hablar de conjuntos de alumnos, es Gtil
tener como referencia una poblacién general de alumnos, de la cual consi-
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deramos a sus miembros como posibles y elegibles miembros de nuestro
conjunto. Quiz4 fijemos nuestra atencién en los alumnos de una escuela
particular determinada, o quizd consideremos todos los alumnos del segun-
do afio de esa escuela, o todos los alumnos de escuela elemental de México.

Si especificamos un conjunto particular de alumnos al que nos limita-
mos para encontrar miembros para otros conjuntos que intervengan en la
discusién o en el problema que se esté tratando, entonces ese conjunto es-
pecifico se llama conjunto universal, o simplemente el universo de nuestra
discusién o problema; entonces en una discusién particular cualquiera que
implique conjuntos, todo conjunto de esta discusién es un subconjunto del
conjunto universal.

El conjunto universal se simboliza generalmente con la letra U mayiscula.

Diagramas de Venn

Hay una manera esquemdtica de representar los conceptos de la teoria de
los conjuntos usando lo que Hamamos Diagramas de Venn o de Euler. Uno
de estos diagramas estd representado en la figura 1. En general, se usa
cualquier regién cerrada del plano para representar al conjunto universal *
entendiendo que la regién interior a la linea fronteriza representa al con-
junto U, Para representar otros conjuntos en una discusién (cada uno de

U

'

Fioura 1

los cuales es un subconjunto de U}, se usan regiones cerradas del plano,
més pequefias {(hemos usado circulos en la figura 1), entendiendo que la
regién interior de cada una de estas figuras cerradas mas pequefias abarca
todos los miembros del conjunto que esta representando. Los miembros del
conjunto pueden estar, o no, simbolizados en el interior de la figura.

* En los diagramas de Venn se usa generalmente un rectidngulo para represen-
tar al conjunto univeral, [N. del T']
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Ficura 2

La figura 2 muestra un diagrama de Venn que emplea letras del alfa-
beto para simbolizar cada uno de los miembros. Esta vez hemos usado
curvas gerradas, que no son circulos, para simbolizar los conjuntos que es-
tamos considerando. De este modo [a figura 2 constituye una descripcién
grafica de los siguientes conjuntos:

= {a,b,¢,d,e, f: & A, i, j, k, z};
= {b,f, & h, i},

{b, h, f},

= {d, €, j) k}

fl

OWwh Qg

Por tanto, tenemos
AcH, BCU ¢t vy BCH4,

segiin puede verificarse en la figura 2, y también en la descripcién simbdlica
de los conjuntos, cuyos elementos se ven arriba agrupados entre llaves.

CARDINALIDAD Y EL PROCESO DE CONTAR

Correspondencia biupivoca*

¢Cudntos miembros pertenecen a un conjunto? Esta importante pre-
gunta puede contestarse resumiendo una nocién primitiva: el apareamien-
to de los miembros de dos conjuntos. Si los elementos de dos conjuntos
pueden aparearse de manera tal quc a cada elemento de cada conjunto se
le asocie uno y sélo un elecmento del otro conjunto, entonces se dice que
los elementos dc ambos conjuntos estin en correspondencia biunivoca.

* Aunque en algunos casos se acostumbra traducir la frase one-to-one corres-
pondence, como correspondencia uno a uno, es més usado ¢l término correspondencia
biunfvoca. [N. del T.]
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La figura 3 nes muestra dos conjuntos en los que se ha establecido una
correspondencia biunivoca entre sus miembros. Por supuesto, existen otras
formas de asociar los elementos de los conjuntos para establecer una corres-
pondencia biunivoca, ademés de la que se muestra agui:

{Maria, Juan, Tomé4s}

¢ $ 3
{Rodolfo, Nerén, Fido}
Figura 3

La figura 4 muestra otras dos formas; desde luego hay otras més.
Importa observar que no se tiene muy en cuenta la manera de establecer
la correspondencia, lo que interesa es que cada miembro de cada conjunto
se aparee con uno y sélo un miembro del otro conjunto. La existencia de
una correspondencia biunivoca entre conjuntos no tiene nada que ver con
la forma en que se establece la correspondencia

{Maria, Juan, Tomés} {Maria, Juan, Tomés}
I I 3 ) ! 3
{Fido, Rodolfo, Nerén} {Nerdn, Fido, Rodolfo}
Figura 4

Las correspondencias biunivocas pueden establecerse indicando clara-
mente, por medio de una figura, cémo se asocian los elementos de un con-
junto con los del otro; o especificando con sencillez cémo puede llevarse al
cabo te6ricamente tal asociacién. En nuestro ejemplo mostramos una forma
especifica de establecer la asociacién (apareamiento), pero en este caso los
conjuntos contienen muy pocos miembros y, en consecuencia, es ficil mos-
trar la correspondencia por medio de una figura. Si hubiéramos tenido que
mostrar una correspondencia biunivoca (suponiendo que existe alguna) en-
tre el conjunto de gente que se encuentra en un estadio y el conjunto de
asientos del mismo, tendriamos que especificar de manera precisa cémo po-
dria lograrse esto; una forma seria, procediendo a que todas las personas
tomaran asiento, y entonces, observar que cada una de las personas estuvie-
ran sentadas en un asiento, y que no quedara ninguno desocupado.

Conjuntos equivalentes

En este punto de nuestra discusién, conviene investigar las formas que
hemos desarrollado hasta aqui, para comparar o relacionar un conjunto con
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otro. Por ejemplo, sabemos que la igualdad de conjuntos implica identidad.
Esto es, si dos conjuntos son iguales, tienen entonces los mismos miembros,
y reciprocamente. También hemos comparado conjuntos, considerando sub-
conjuntos y subconjuntos propios, donde todos los elementos de un conjunto
son elementos de otro; pero, en este caso, no existe necesariamente la igual-
dad. Ademids de las relaciones de igualdad y subconjunto, podemos definir
ahora una nueva relacién entre conjuntos, basada en el concepto de corres-
pondencia biunivoca,

El enunciado que dice que dos conjuntos son equivalentes, sig-
nifica que entre los elementos de los dos conjuntos puede esta-
blecerse correspondencia biunivoca.

La relacién de equivalencia entre conjuntos no es la misma que la rela-
cién de igualdad, debido a que si varios conjuntos son equivalentes no nece-
sariamente tienen que ser el mismo conjunto; en otras palabras, no subsiste
entre ellos una relacién de igualdad. Aunque la igualdad de conjuntos im-
plica, obviamente, una equivalencia, puesto que cualquier conjunto puede
ponerse en correspondencia biunivaca consigo mismo,

El simbolo ~ (léase “es equivalente a”) se usa en matemitica para
simbolizar equivalencia,

Entonces si:

A= {(Z, bs 6‘}, B= {2, m, n}y

C = {x, v, 2},

podemos indicar su equivalencia escribiendo proposiciones tales como 4~B,
A~C, y B~C. Conviene insistir de nuevo en que si 4 es equivalente a B,
no debe concluirse necesariamente que @, b, y ¢, simbolizan el mismo tipo
de objetos que los que simbolizan f, m, y n.

En realidad, la verdadera ventaja de la relacién de equivalencia de-
pende del siguiente hecho: no importa qué tipo de elementos contienen los
conjuntos A y B. En otras palabras, €l concepto de equivalencia es relativo
al hecho .d¢ que podamos aparear los elementos de dos conjuntos, de tal
manera que se establezca una correspondencia biunivoca entre ellos.

Probablemente la nocién de correspondencia biunivoca fue una de las
primeras ideas matemdticas del hombre. El uso de marcas tales como |||||
sefialadas en las parcdes de las cavernas para simbolizar, por ejemplo, los
miembros de un conjunto de bitfalos habidos en una caceria, es una aplica-
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cién de este principio. Puede dudarse acerca de si existia, o no, un nombre
para estos conjuntos de marcas, pero las marcas en si servian muy bien para
contestar la pregunta: “gcuintos bifalos mataste?” Por otra parte, tales
marcas podian ser comparadas con otros conjuntos similares de marcas para
determinar, entre los miembros de un grupo de cazadores, quién habia tenido
més éxito en la cacerfa. Las preguntas acerca de qué tantos elementos tiene
de més o de menos un conjunto respecto de otro, puede resolverse apareando
los elementos de los dos conjuntos, y observando que no queden elementos
sin aparear en alguno de los conjuntos, cuando los elementos del otro se
agotan, Por ejemplo, si comparamos los conjuntos 4 y B en los cuales:

4= {a, b, ¢}
$3d
B={x, 9 z, w},

es evidente que no son equivalentes y podemos expresar esta falta de equi-
valencia en alguna de las dos formas siguientes: diciendo que el conjunto

B contiene m4s elementos que 4 o bien, que 4 contiene menos elementos
que B.

Conjuntos ordenados

Las propiedades de los conjuntos en las que hemos estado interesados
hasta ahora, se han centrado alrededor de la nocién de miembro o elemen-
to de un conjunto. Esto es, solamente hemos estado interesados en hablar
acerca de si un objeto dado pertenece, o no, 2 un conjunto dado. Si un
conjunto dado tiene, o no, miembros en comiin con otro y si hay, o no,
equivalencia entre dos conjuntos dados. En cada una de estas considera-
clones hemos observado que mno se toma en cuenta el orden en que se
consideran los elementos de los conjuntos que se han empleado.

Ahora, es conveniente considerar algunos conjuntos, en los que el orden
en qué estin dispuestos los elementos es de mucha importancia. “;Qué es
orden?” Contestar esta pregunta en sentido puramente matemdtico es asun-
to ciertamente dificultoso si se contesta a partir de consideraciones abstractas
nada més. Sin embargo, ya que en la mayoria de nosotros hay una nocién
intuitiva con respecto al concepto de anterior, que probablemente, es mejor
apoyarse, casi totalmente en esta nocién intuitiva al discutir el concepto de
orden. Ordenar cosas es, en esencia, arreglarlas de alguna manera no am-
bigua, de modo que podamos decir de cada elemento, cuél le precede. Este
arreglo se hace comparando cada par de objetos de la lista que se trata de
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acomodar y decidir cuél de los dos debe estar antes que el otro. La palabra
antes puede ser reemplazada con otras palabras o frases, por ejemplo: “an-
terior a”’, “menor que”, “a la izquierda de” o “abajo de”. Esencialmente,
el orden en un conjunto es una relacién entre los elementos del mismo, que
debe especificarse de manera clara, de modo que se pueda determinar si
cada elemento tiene relacién determinada con cualquier otro elemento, o
no, cuando cada objeto ha sido acomodado de tal manera que esté en rela-
ci6bn adecuada con todos log otros objetos, entonces se puede decir que los
que los objetos han sido ordenados.
Considérese el siguiente conjunto de letras del alfabeto:

€690 £C)2r X 33 €93 LY
A = {*x”,“b”, “m”, “n”, “k”}.

Aqui, las comillas indican que los miembros son los simbolos mismos y que
no se estin usando como nombres para otros objetos inespecificados. Hay
un orden arbitrario en que se dan las letras del alfabeto, y és:

€« 3 3 66 )2 (6 €53 [Lpw 2 ] LF A4 o« 0 ¢f €« 02
a),(‘b)’tg)’ d}l:f&,('(f’)) g"k’, S 'x), }{}’ z);

en €I, “a” estA primero (o es anterior en el alfabeto) que “b”; “b”* esta
antes que “c” y asi sucesivamente. Si pedimos ahora que los elementos del
conjunto A estén ordenados, esto es, que (leyendo de izquierda a derecha
en las llaves), los simbolos se presenten en su relacién adecuada con respecto
a cada uno de los otros, de acuerdo con el criterio del orden dado ante-
riormente, tenemos

ffb”, ((k))’ L {3

Ix ¢6..0% ¢ ’J}
m, 3

Aordenndo = { n, x

donde usamos Agraenads para simbolizar el conjunto cuyos elementos son los
mismos del conjunto A, pero considerados en un orden especifico, tomado
en cuenta de izquierda a derecha. Argenado €5 un ejemplo de un conjunto
ordenado.

Conjunlos_estandar y cardinalidad

Ahora, establezcamos algunos conjuntos de simbolos ordenados empe-
zando con el conjunto {17} (léase “el conjunto cuyo elemento es el nu-
meral 1) y, continuando de este modo, tenemos

{“1”, «2»},
{“l}) “2), K(3)’}

3 b ’
{«1))’ “2”’ “35’ n4n}.
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St continuamos esta cadena de conjuntos para incluir los simbolos “57,
“g”, “77, “8”, “9”, y si introducimos el simbolo “0” junto con algunos
convenios sobre cémo pueden combinarse estos simbolos para formar de
una manera sistemética nuevos simbolos, podemos imaginar una cadena sin
fin de conjuntos como €l descrito. Por otra parte se puede observar que

{“1”} C {((1)!’ u2!:} c {“1”, (12”’ “3”} c .. o

(los tres puntos indican que la secuencia se extiende indefinidamente si-
guiendo el mismo modelo). Por medio de una comparacién de uno cual-
quiera de estos conjuntos con otro, podemos determinar cuél se encuentra
antes de cudl en esta sucesién sin fin de subconjuntos propios. Estos con-
juntos de simbolos son llamados conjuntos esténdar, y cada miembro de
uno cualquiera de ellos es un numeral. En pocas palabras, los numerales
se leen “uno”, “dos”, “tres”, y asi sucesivamente.

Ahora tenemos ya todos los conceptos necesarios para establecer una
forma clara de responder a la pregunta: ¢cudntos miembros pertenecen al
conjunto A? Considérense los siguientes conjuntos: {a}, {x}, {0}, v {Je-
sis}. Cada uno de estos conjuntos es equivalente a cualquier otro de ellos.
Esto es, los clementos de dos cualesquiera de estos conjuntos pueden po-
nerse en correspondencia biunivoca. Ahora consideremos todos los conjuntos
equivalentes a uno cualquiera de estos, por ejemplo, digamos a {a}. Entre
estos conjuntos estd el conjunto estindar {*1”}. Todos estos conjuntos tie-
nen una propiedad comun, es decir, su equivalencia con el conjunto estén-
dar {*1”}, y esta propiedad es independiente de la naturaleza de los ele-
mentos que contienen estos conjuntos. Esta propiedad comiin es le que
llamamos ndmero uno. De manera similar, la propiedad comin de todos
los conjuntos que son equivalentes al conjunto estdndar {“1”, “2”} es lo
que Hamamos mimero dos.

Para representarlo se asigna al niimere el 0ltimo numeral que figura en
el conjunto estindar para ese numero, y entonces se dice que el conjunto
contiene ese niimero de elementos. Por lo que el conjunto estindar para
todos los conjuntos equivalentes al conjunto 4 = {qa, b, ¢, d} es {“1”, “2”,
“3”, “47}, y puesto que “4” es el Gltimo miembro {de la derecha) del
conjunto estindar se dice que 4 tiene cuatro miembros y que cuatro es el
namero del conjunto 4.

Si 4 es cualquier conjunto, el simbolo

n(4)



NUMEROS Y NUMERALES 27
(1éase “el niimero del conjunto 4”} simboliza el nimero de (“cuantos”)
elementos que pertenecen al conjunto. Por ejemplo si

A= {a, b, ¢},

B= {a9 bl <, d: é, f})
entonces
n(d) =3 y n(B) =6.

Algunas veces se llama al niimero de un conjunto la cardinalidad de
ese conjunto y, €n consecuencia, en cualquier conjunto 4, n{4) se llama
niimero cardinal. Al conjunto vacio @, se le asigna la cardinalidad cero, y

n(P) = 0.

Ndameros y numeral s

Analizando cémo s¢ ha desarrollado en este cuaderno el concepto de
nimero, podemos concluir que el nimero es una abstraccién. Obsérvese
que puede distinguirse entre un niimero y su nombre. Los numerales, que
son los elementos de nuestros conjuntos estdndar, son las representaciones
de los ntimeros. Es tan necesario distinguir en esta ocasién entre el niimero 4
por ejemplo, y el numeral “4”, como lo es distinguir entre el nifio Juan y su
nombre “Juan”.

En el transcurso de una discusién ordinaria frecuentemente hay una
ligera dificultad ocasionada por la diferencia entre un objeto y su nombre.
Generalmente sabemos a qué se refiere la persona con la que discutimos
o el escritor que redactd lo que leemos, pues el sentido se deduce del con-
texto. En escritos sobre asuntos en que esta distincién no es obvia, por
ejemplo, al escribir una oracién como: “;cudntas letras tiene «el alfabeto
espafiol»?”, en. la que se estn considerando las palabras como tales (en este
caso “el alfabeto espafiol”’}, se acostumbra usar comillas redondas o angu-
lares para esclarecer el significado. Entonces en nuestra sencilla oracién se
trata de preguntar vinicamente por el nimero de letras que hay en las
palabras “cl alfabeto espafiol” y no por la totalidad de caracteres de que
esti compuesto el abecedario de la lengua espafiola. (La respuesta a esta
pregunta es 17 lctras: e-l-a-l-f-a-b-e-t-0-e-s-p-a-fi-o-1.)
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En matemA4tica, al presentarse situaciones semejantes, se manejan de
una manera similar; por ejemplo, las comillas se emplean cominmente para
indicar €l hecho de que se estin considerando los numerales en vez de los
nameros que ¢llos representan. Sin embargo, esto no siempre ocurre cuan-
do el sentido es evidente segiin el contexto,

Nimeros ‘c8rdinales y su orden

Ya explicado qué se entiende por niimero cardinal, podemos ahora ha-
blar con més libertad sobre conjuntos cuyos elementos son nimeros cardi-
nales. Por ejemplo, podemos escribir

A=1{1,23,4)

para simbolizar €l conjunto cuyos elementos son los nameros cardinales (o
simplemente nGmeros) 1, 2, 3, 4. Obsérvese que este conjunto no es el
mismo que el conjunto estindar

B =1 {“1”, ll2”, “3”, “4”}

porque en el primer caso los elementos del conjunto son nimeros, y en el
segundo son numerales. Sin embargo, estos conjuntos tienen la misma car-
dinalidad y podemos escribir

n{4) = n(B),

lo que significa que “n{4)” y “n(B)” son expresiones diferentes para el mis-
mo niimero, en este caso, el nimero 4. Los elementos en {1, 2, 3, 4} estin
dados en una secuencia ordenada.

Podemos ordenar nimeros cardinales por medio de conjuntos estindar,
Dados 4 y B que son dos conjuntos estindar cualesquiera, entonces, st
A C Bpero B ¢ A, definimos n(A4) < n{B). (Léase. “El nimero cardinal
de A es menor que el niunero cardinal de B”.) Por ejemplo, considérense
los nimeros 3 y 5. Puesto que {17, 27, “37} C {“17, “27, “3”, “4”,
“5"}, por nuestra definicién tenemos que 3 < 5. {(Léase ‘“tres es menor
que cinco”.) Cuando los elementos de un conjunto de nimeros cardinales
se arreglan de tal manera que el conjunto estdndar al que corresponde cada
uno de los niimeros cardinales, contiene como un subconjunto propio el
conjunto estindar de cada niimero cardinal que le precede (de este modo
su conjunto estindar es un subconjunto propio del conjunto estindar de
cada nimero cardinal que le sigue), entonces el conjunto ha sido ordenado.
Los elementos del conjunto de nimeros cardinales
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1

{7, 3, 6, 2}
puede ordenarse de la siguiente manera 2 < 3 < 6 < 7, observando que

{“13) “2”} C {“17, “27’ “3”} C {‘ll” “2’? “33’ ‘(4!! “5” “6”}C
{(‘13! ((2’3 l‘3” (‘4” I‘-5” ‘(6” “7)’}

Puesto que § C A para todo conjunto estandar A, 0 < n(d4) para todo
conjunto 4 no vacio. Esto es, 0 es el menor de los niimeros cardinales.

Los nimeros cardinales y el proceso de contar

Hemos visto que los niimeros cardinales sirven muy bien en algunos
ejemplos para decirnos cuéntos elementos contiene un conjunto. Ademads,
los nlimeros cardinales estdn ordenados. Como consecuencia de estas dos
propiedades, dichos niimeros pueden usarse para contar objetos y para or-
denar de una manera arbitraria los elementos de cualquier otro conjunto.

Supébngase que vamos a determinar el nimero de canicas que hay en un
costal. Podemos hacerlo metiendo la mano al costal, sacando una canica
cada vez y poniéndola en correspondencia (aparedndola) con uno de nuestros
conjuntos estindar en una secuencia ordenada La figura 5 muestra una re-
presentacién esquemdtica de este proceso, Cuando la dltima canica se ha
asociado con su conjunto estindar, podemos examinar el 1ltimo elemento
de la derecha de este conjunto y determinar el nimero cardinal de dicho
conjunto estindar. Este serd el mimero de canicas que contiene el costal.

® — t“l"}

® — {“1", u2u}
® {“1", u2n' {‘3”}

® — {“1”’ “2”’ “3”l “4"}

. -—> l((l". N2”’ “3”' ‘14”’ “5!!}

Ficura 5

El proceso de asociar sucesivamente objetos con conjuntos estindar (y
en consecuencia con ndmeros cardinales) es llamado proceso de contar.
Obsérvese que la cuenta de canicas es independiente de las canicas en si
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mismas. Porque si se vuelven las canicas al costal, y se repite el proceso,
cada canica no necesita ponerse en correspondencia con el mismo conjunto
estdndar al que correspondia en el apareamiento original. El orden en el
que las canicas se sacan del costal no tiene efecto en la cuenta y bajo cual-
quier arreglo de las canicas, la cardinalidad del Wiltimo conjunto estindar
empleado en la cuenta, siempre serd la misma. Si este no fuera el caso, no
podriamos hablar de ¢/ ntimero cardinal de un conjunto.

El proceso de contar descrito aqui tiene otra caracteristica Gtil. Si que-
remos, tan pronto como hayamos apareado cada canica con un conjunto
estindar podemos observar cuél es el niimero cardinal del conjunto estindar
que corresponde a cada canica; y marcando esta canica con el nombre del
mismo nimero cardinal, entonces podemos acomodar las canicas como

sigue:

e identificar cada una de éstas en particular por el ntimero cardinal al que
esta asociada.

Cuando se emplean nimeros cardinales para distinguir elementos indi-
viduales de un conjunto en algiin orden, entonces los elementos o nimeros
estan siendo usados en lo que se llama sentido ordinal. De hecho, frecuen-
temente encontramos el término ndmero ordinal aplicado a néGmeros que
se usan en este sentido. Aunque puede hacerse una distincién 18gica entre el
conjunto de los nGmeros ordinales y el conjunto de los niimeros cardinales;
es preferible para nosotros emplear un punto de vista menos sofisticado y
dejar que el término “ordinal” se refiera al use y no a lo que implica la
naturaleza esencial de los niimeros.

El uso de los nitmeros como cardinales puede, generalmente, aunque
no siempre, identificarse por la presencia de las palabras “primero”, “se-
gundo”, “tercero”, ‘“vigésimo segundo”, y otras semejantes, como opuestos
a “uno”, “dog”, “tres” y “veintidés”. Ademads se tienen simbolos para los
nimeros que se usan en sentido ordinal, que se emplean frecuentemente
{aunque no siempre) en la forma: 79, 32°, 51°. Tal vez las excepciones
mas comunes en estas consideraciones se presentan en fechas, como cuando
hablamos acerca del afio 1901. Este identifica la posicién del afio en el
cual estamos interesados con respecto a una secuencia de afios y es un uso
ordinal del nimero 1901.

Algunas veces los numerales se usan en una forma tal, que no se rela-
cionan con nimeros cardinales ni con nameros ordinales. Un ntmero te-
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lefénico es un ejemplo familiar; también Io es el ntmero asignado a un
miembro de un equipo de futbol.

Conjuntos finitos e infinitos

El conjunto de los nlimeros cardinales no tiene fin, Dado cualquier
conjunto estandar, siempre es posible formar otro con mayor cardinalidad,
agregando simplemente un numeral a la derecha del Gltimo numeral en el
conjunto estdndar dado,

Cualquier conjunto no vacio 4, cuyos elementos puedan ponerse en
correspondencia biunivoca con los de un conjunto estindar, se dice que es
un conjunto finito. Esto significa que los elementos de 4 pueden contarse
de acuerdo con el procedimiento desarrollado en la seccién precedente y
que tal cuenta termina con un conjunto estandar. Por ejemplo, el conjunto
de Estados en los Estados Unidos Mexicanos en 1963, es un conjunto finito,
porque los elementos de este conjunto pueden contarse con el proceso que
termina cuando lleguemos al conjunto estdndar cuya cardinalidad es vein-
tinueve. El conjunto vacio se considera también como un conjunto finito.

Cualquier otro conjunto que no cumpla con esta definicién, se dice que
es un conjunto infinito. El conjunto de los niimeros cardinales, por tanto, es
un conjunto infinito.

No puede esperarse, con razén, que las propiedades de los conjuntos in-
finitos se discutan en el nivel de la ensefianza elemental. Probablemente los
nifios pueden apreciar Ia nocién intuvitiva de que no hay un nfimero cardi-
nal que sea mayor que todos, o que los elementos del conjunto de los na-
meros cardinales puede arreglarse en una secuencia sin fin; pero esto es
poco para la comprensién de la palabra “Infinito” como tal. Desde luego,
el uso de la frase “un natmero infinito” puede, efectivamente, evocar en
la mente de los nifios, la nocién errénea de algin nimero muy grande,
pero absolutamente especifico que sea mayor que cualquier nimero cardi-
nal; aunque es verdad que en matemdticas superiores se asigna una car-
dinalidad al conjunto de los ndmeros cardinales, esta cardinalidad no es un
namero en el sentido en que lo hemos discutido.

A primera vista, si tenemos que 4 C B, entonces parece natural que 4
tenga menos elementos que B. Considérese, sin embargo, el conjunto de los
ntimeros cardinales.

C=1{0;1,2 8, ...}

en el cual los tres puntos indican que estos elementos continfian sin fin.
Ademas, considérese €l conjunto de les nlimeros cardinales pares,
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D=1{0,2 4,6, ...}
Acomodando estos conjuntos como sigue

¢=1{0,1,23, ...}

13318
D={0,24,6, ...},

vemos que sus elementos estin en correspondencia biunivoca. Desde luego,
podemos especificar una regla (aparear el namero cardinal n con el niume-
ro cardinal 2zn) por medio de la cual esta correspondencia puede hacerse
explicita. Por tanto, de nuestra definicién de equivalencia,

C ~ D.

Pero, claramente D es un subconjunto propio de C, asi, por ejemplo, no
contiene el nimero cardinal 1. Entonces es posible que un conjunto infinito
pueda ponerse en correspondencia biunivoca con un subconjunto propio del
mismo conjunto. Empleando conjuntos finitos esto es imposible.

El eje numérico

Un modelo usual para apreciar el conjunto de los nimeros cardinales
es el eje numérico, Generalmente los nifios tienen una gran apreciacién
intuitiva para aquellas propiedades de las lineas rectas que usamos al ha-
blar acerca de ntimeros, Entre estas nociones intuitivas estin: a) que cada
punto en una linea recta tiene una posicién; &) que hay algo semejante
como una “distancia” entre dos puntos cualesquiera en una recta, y ¢) que
es posible comparar la “distancia” entre dos puntos cualesquiera, con la
distancia entre otros dos puntos.

Serd significativo para el estudiante construir de una linea recta un
modelo geométrico para los nimeros cardinales. Podemos empezar por di-
bujar una representacién de una parte de una linea recta en cualquier su-
perficie plana y para completar o reforzar la representacion, se fijan puntas
de flecha en cada extremo de la porcién de la recta,

p 5
L e re

para simbolizar que el dibujo no termina, sino que la recta se extiende
indefinidamente en ambos sentidos. Después identifiquemos algunos puntos
especificos en el dibujo de la recta, marcando cualquier punto conveniente
(llamémosle P) y un segundo punto, diferente del primero (llamémosle Q).
A partir de estos puntos marquemos, por cualquier método, una serie de
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puntos (de la cual P y Q son dos puntos consecutivos de la serie), teniendo
en cuenta que el espacio entre dichos puntos sea el mismo a lo largo de Ia
recta. Por ejemplo, algunos métodos para poder hacer esto, consistirian en
el uso de un compés, o mediante un par de marcas hechas en la orilla de
una hoja de papel. O empleando algin otro método semejante (figura
6) para marcar espacios iguales. Obsérvese que la localizacién de los pun-
tos Py Q no es de consecuencia, y una vez que los hayamos escogido, po-
demos marcar otros puntos sobre la linea en ambos sentides.

Cuando se ha terminado la identificacién de puntos, podemos obtener
algo parecido a la figura 7. Hasta este momento tenemos el dibujo de una
parte, de lo que concebimos como una recta que se extiende indefinida-
mente en ambos sentidos y sobre la cual, por medio de marcas repetidas,
de distancia constante, hemos identificado algunos puntos especificos. El
dibujo que tenemos no es una parte de la recta misma, ni las marcas que
hemos hecho para distinguir puntos son los puntos mismos. En el sentido
en que estamos pensando aqui acerca de los puntos y las rectas, son simple-
mente conceptos o ideas, los cuales representamos por medio de lapiz y

A

papel

Ficura 6
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»
)
4
3

Figura 7

papel o pizarrén y gis. Nuestros dibujos tienen propiedades que no com-
parten las cosas que ellos representan; por ejemplo, los dibujos pueden
verse. Més ailin, para que puedan ser vistos tienen que tener dimensio-
nes, y la tdnica dimensién que sabemos que tiene la recta es su longitud,
que es finita cuando se considera como una porcién limitada entre dos
puntos, e infinita cuando se considera completa, que se extiende indefini-
damente. Nuestros puntos se conciben simplemente como localizaciones sin
dimensién.

Nuestro dibujo por tanto es vivido y itil para los propdsitos por los
cuales debemos ponerlo. Después apreciemos el conjunto de niimeros ente-
ros en su totalidad y veamos cémo podemos hacer una conexién entre el
conjunto de niimeros y el conjunto de puntos que hemos identificado en la
recta. La figura 8 muestra los dos conjuntos, uno sobre otro. Sabemos que

{0,1,2,34,5,..}

'S

Ficura 8

hay un ntimero infinito de ntimeros en nuestro conjunto, y conceptualmente
un nimero infinito de puntos especificados en la recta. Nuestro propdsito es
aparear los elementos de estos conjuntos. La cuestién ahora es cémo hacer
este apareamiento, Después de todo, mientras que el conjunto de los ni-
meros enteros tieme un comienzo (elemento menor), concebimos nuestra
recta como extendida indefinidamente, en ambos sentidos; y por esto no
existe un “comienzo” natural del conjunto de los puntos especificados. Esco-
jamos entonces cualquiera de los puntos especificados de nuestra recta y
concentremos la atencién dnicamente en aquellos puntos especificos mar-

punto escogido
i 10)1-2:334,5:"'}

o &

&4 &
»

v

no se tomen €n cuenta

considérense éstos

Ficura 9
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0, 1, 2, 1 4, & o
punto escogido
Froura 10

cados al lado derecho del punto escogido como se muestra en la figura 9.
Ahora apareemos cada nimero del conjunto de los nimeros cardinales con
uno de nuestros puntos especificos, de la manera indicada en la figura 10.
Obsérvese que estamos haciendo este apareamiento de una forma particu-
lar. El ndimero O se asocia con el punto escogido (inicial), y cada namero
cardinal sucesivo se asigna, en orden, a un punto sucesivo. La figura 11

0 1 2 3 4 5

&
“~ o . >

v

Ficura 11

muestra graficamente una parte del resultado obte;lido, con cada punto
especifico marcado con el numeral para el nilimero cardinal con el cual estd
apareado. Conceptualmente esta forma de marcar los puntos se extiende
indefinidamente a la derecha, con cada ndmero cardinal asociado, en or-
den, con un punto especifico. La parte de la recta que estd localizada a la
izquierda del punto al que le corresponde el 0 {este punto es llamado el
origen del eje numérico) no nos interesa ni nos concierne en este momento.
Cuando el conjunto de nimeros se extiende para incluir a los nimeros ne-
gativos, esta parte de la recta puede ser usada de manera similar para
apreciar los n(meros negativos.

Si deseamos centrar nuestra atencién en el esquema de un conjunto
de ntimeros cardinales apareados con puntos ‘a cierta distancia del origen,
necesitamos dibujar solamente esa parte del eje numérico en la que esta-
mos interesados. Por ejemplo, si queremos apreciar qué parte del eje nu-
mérico se asocia con el conjunto de numeros cardinales

{265, 266, 267, 268, 269},

nuestro esquema de la parte del eje numérico puede aparecer como se
muestra en la figura 12, donde se entiende que el origen esta localizado,
265 segmentos a lo largo del eje, hacia la izquierda.



36 CONJUNTOS

265 2866 267 268 269

A

v

Ficura 12

Hay cierto niunero de propésitos pedagégicos valiosos, para los que el
eje numeérico puede emplearse aunque cn este momento s6lo mostraremos
uno de ellos.* El eje numérico proporciona un medio concreto para apre-
ciar el orden en el conjunto de los niimeros cardinales. De entre dos nii-
meros cardinales cualesquiera, el punto en el eje numérico que correspon-
da al menor de los dos, estara localizado a la izquierda del punto al que le
corresponde el mayor.

OPERACIONES CON LOS CONJUNTOS
Union de conjuntos

Considérese el conjunto de nifios de segundo grado presentes en el grupo
A de la Escuela Reforma en un momento determinado. Si a este conjunto
le lamamos nuestro conjunto universal U, entonces podemos hablar de un
nimero de subconjuntos diferentes de U. Por ejemplo, hablariames acerca
del conjunto de nifos, del conjunto de nifias del conjunto de nifios y nifas
sentados en la primera fila, en la segunda, o en alguna otra, o del conjunta
de nifios y nifias cuyo primer apellido empiece con la letra “M”. Hay
varias maneras para especificar subconjuntos de nuestro universo. Usando
esos subconjuntos podemos ilustrar como dos conjuntos, o méas, pueden em-
plearse para identificar a otro subconjunto de U,

Supongamos que llamamos U/ a nuestro universo, como especificamos
en el parrafo anterior, y dados:

A = {ninos}, C = {nifios y nifiag de las filas 1 y 2},
B = {nifas}, D = {nifios y nifias de las filas 3 v 4},

en donde se entiende que A C U, BC U, CC U,y DCU.

(Léansc estos simbolos en palabras para ascgurar que se conoce lo que
significan.)

Si pedimos que los micmbros del conjunto 4 de nuestro ejemplo se
pongan de pie, todos los nifios que estén presentes en la clase, deben poner-
s¢ de pie. De manera semejante podemos identificar a los miernbros de

* Otros cuadernos de esta serie har&n un mayor uso y tratarin con mayor
frecuencia el concepto de eje numérico.
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cada uno de los conjuntos B, C, D, con s6to pedir que sus miembros se pon-
gan de pie. Seguramente que cuando pidamos que los miembros de los
conjuntos € y D se pongan de pie, encontraremos tanto a nifios como a
nifias. Ahora supongamos que pedimos que se pongan de pie aquellos nifios
y nifias que son miembros del conjunto 4 o del conjunto C, o de ambos.
Esta vez esperamos ver de pic a las nifias de las filas 1 y 2, y a todos los
nifios. Hemos usado los conjuntos 4 y C para formar un nuevo conjunto,
llamado la unién de los conjuntos A y C. Formalizando el concepto, acerca
del que estamos hablando aqui, tenemos la siguiente definicién:

Si A y B son subconjuntos del universo, la unién de A y B sim-
bolizada mediante A U B, es el conjunto de todos los elementos
que pertenecen a A o a B o a ambos.

(Obsérvese que el simbolo “U" es diferente de la letra U usada para sim-
bolizar el conjunto universal.)

El proceso de. obtener la unién de dos conjuntos sc llama operacién
de conjuntos, y puesto que se determina para aplicarse exactamente a dos
conjuntos a la vez, se le llama operacion binaria. Asi como podemos cje-
cutar una operacidn binaria con los nlimeros 2 y 3 para obtener otro ni-
mero (por ejemplo, 2 ++3 =156 2 X 3 =6), también podemos ejecutar
una operacién binaria con dos conjuntos para obtener otro conjunto. {El
prefijo “bi” significa dos —compare su uso con ‘“bicicleta”, “bipedo”, etc.)
Adn mas, puesto que la unién de dos subconjuntos cualesquiera de un uni-
verso dado, ¢s ella misma un subconjunto de dicho universo, se dice entonces
que el universo es cerrado con respecto a la formacién de uniones.

Demos otro ejemplo de la unién dc dos conjuntos, esta vez usando con-
Juntos cuyos miembros se identifican simplemente por las letras a, b, ¢, d,
¢, f, ¢, y h. Consideremos ademas que

U=/{a,b,6,d,¢,f, g h}

A= {a,b,c),
B={b, ¢, d},
C={d, e f g k),
D= {A).

Comprabemos, ahora, que 4 U B (léase “la unién de 4 y B” o también
“A unién B”) es {a, b, ¢, d}. Nétesec que A U B no debe escribirse {a, b,
¢, b, ¢, d} puesto que no tiene caso repetir la expresién de un solo miembro
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varias veces. 'El conjunto 4 U B tiene cuatro miembros, no seis. Regre-
sando a los conjuntos considerados anteriormente, se verifica que:

AUC = {a,b,¢,d,¢,f, g h}.

Por tanto, como este conjunto contiene a todos los miembros de U, pode-
mos escribir
AUC=U.
También
AUD = {a; b, ¢, h}
g DUC = (d, e, f, g h}.
Este altimo conjunto es el mismo que el ¢onjunto C; por tanto,

buc=_C.

AUB={a, b, ¢, d}

AUC::{G; b) £, d) €, f} g, h}

Fioura 14

Los diagramas de Venn, estudiados en una de las secciones anteriores,
nos ofrecen un método grafico para apreciar la unién de conjuntos. Som-
breando las regiones que se usan para representar los conjuntos, hacemos
que la unién de dos de estos conjuntos resalte muy claramente. Las figuras
13 a 16 representan las uniones de los conjuntos mencionados anteriormente.

El Gltimo ejemplo (figura 16) ilustra otro hecho, que es el siguiente:
si un conjunto es subconjunto de un segundo conjunto, entonces la unién



UNION DE CONJUNTOS 39

de estos conjuntos es el segundo conjunto. Lo anterior se puede representar
en simbolos de la siguiente manera;

Si ACB, entonces AUB = B,

En particular, Ia unién de cualquier conjunto con el conjunto universal,
sera el mismo conjunto universal, porque todo conjunto es subconjunto del
conjunto universal. En simbolos para todo conjunto

ACU, AVUU = U.

Ademds, ) U 4 = 4 para todo conjunto A, puesto que & C 4. La de-
finicién de la unién de dos conjuntos implica que €l orden, en el que se
consideran los miembros de un conjunto,

a/ d| AUD={a, b, ¢, h}

g e
Ficura 15
U
ﬁ}/ DUC=id, ¢, , g, b}
‘4'@ g DuC=C
oy
c : b

Ficura 16

no interviene en el proceso de obtener la unién, al igual que el orden en el
que se consideran los conjuntos mismos. Entonces, el enunciado

AUB =B U 4

¢s verdadero para dos conjuntos cualesquiera 4 y B.

Cuando el orden en que tomamos dos cosas para ejecutar una operacién
no tiene efecto cn el resultado, se dice que la operacién es conmutativa.
Por esto, el proceso de obtencr la unién de dos conjuntos es una operacién
conmputativa.
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Necesitamos otra definicién para poder hablar sobre la unién de miés
de dos conjuntos. Por tanto, consideremos lo siguiente: para conjuntos
cualesquiera 4, By C

AUBUC simboliza al conjunto {AUB)UC.

Sustituyendo este simbolismo por palabras, podemos expresar esto de la si-
guiente manera: AUBUC es el conjunto que se obtiene, primero con la
unién de 4 y B (esto es lo que estid indicado con el paréntesis) y después
obteniendo la unién de este conjunto con €. De manera semejante, de
acuerdo con lo anterior, podemos trabajar con mds de tres conjuntos repi-
tiendo la operacién binaria, como en AUBUCUD. Como un ejemplo con-
sidérese:

Formando primero 4U B, tenemos:

AUB = {2, 4}U {4, 6,8},
= {2, 4, 6, 8).

Entonces

(AUB)UC = (2, 4,6,8) U {4, 8, 12},
={2,4,6,8, 12).

Este ejemplo puede usarse para sefialar otra caracteristica de Ia opera-
cién de obtener Ia unién de conjuntos. El conjunte AU (BUC) ;es el
mismo que el conjunto (AUB)UC? [En AU (BUC), el paréntesis indica
que el conjunto BUC se obtiene primero, y después se obtiene la unién de
este conjunto con el conjunto 4.] 8i U, 4, B y C se definen como en el caso
anterior, tenernos entonces

BUC = {4,6,8} U {4,8, 12},
= {4, 6, 8, 12}.
5i ahora formamos la unién de este conjunto con A, obtenemos:
AU(BUC) = {2, 4} U {4, 6, 8, 12},
={2,4,6,8, I2}a

el cual es exactamente el mismo conjunto que (AUB)UC. Desde luego
que el hecho de haber obtenido resultados idénticos en este caso particular
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puede ser simplemente por casualidad. Entonces, ;podemos esperar que
para cualesquiera tres conjuntos 4, By C,
(AUB)UC = AU (BUC)?

La respuesta es si, y esto puede ilustrarse por medio de diagramas de Venn
en las figuras 17 a 20.

FIQL‘»’RA 17 Ficura 18

La figura 17 describe tr s conjuntos 4, La figura 18 muestra los mismos conjun-
B, €, en el unwverso U, - la regibn co- tos, pero con la regién correspondiente a
rrespondict. a AJR es a rayada. {4UB)UC rayada.

Comparando las figuras 18 y 20 podemos ver que
(AUB)UC = AU (BUC).

Esta propiedad de la operacién para obtener la unién de conjuntos se llama
propiedad asociativa. También podemos decir que la operacién es aso-
ciativa,

Figura 19 Fiwcura 20

La figura 19 ilustra los mismos tres con- La figura 20 muestra los mismos tres

juntes, pero con la regién correspondien- conjuntos con la regién correspondiente
te a BUC rayada. a AU (BUC) rayada,
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Lo cual significa, en realidad, que en AU BUC no importa el orden en el
cual sc obtengan, ya sea primero AUB o BUC.

Las figuras 21 y 22 van un paso més alld e ilustran que (AUC)UB =
(AUBYUC = AU (BUC). Comparando las figuras 18, 20 y 22 puede
verse que (AUB)UC = AU (BUC) = (AUC)UB,

AUC (AUC)UB
Fireura 21 Ficura 22

Grupo de ejercicios 3

1. Dados U = {Los Estados de la Repiblica Mexicana},
C = {Veracruz, Jalisco, Sonora},
O = {Nuevo Leén, Tamaulipas},
P = {Colima, Jalisco, Michoacdn, Tamaulipas, Goahuila}.

Dé una lista de los miembros de cada uno de Jos siguientes conjuntos:

a) CUO
by CuP
¢y OUP

2. Dados UJ = {Los nifios del 5¢ afio de la Escuela Reforma},
§ = {Maria, Elena, Ana, Juan, Roberto},
M = {Juan, Roberto, Ana, Jaime, Susana},
C = {Pedro, Maria, Felipe, Jaime, Nora, Ana},
W = {Maria, Ana, José, Nora}.

Dé una lista de cada uno de los siguientes conjuntos:

a) SUM ¢c) (SuCyuw
b) Ccuw dy CU(WUM)
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Dé una lista de los miembros de cada uno de los siguientes conjuntos:

a} AUB
b)) BUC
¢y CUD

d) (AuC)uD

Interseccion de conjuntos

Una segunda operacién con los conjuntos consiste en obtener la inter-
seccién de dos conjuntos. Iniciemos la discusién empleando los mismos con-

juntos que usamos para ilustrar la forma en que opera la unién de dos
conjuntos. Entonces

U = {Alumnos de 2° grado presentes en el grupo A de la Escuela
Reformal,

en donde se entiende que nos estamos refiriendo al momento en el que la
escuela se encuentra en horas de labor. También, como antes, tenemos

A = {nifos},
B = {nifias}
¢ = {nifios y nifias de las filas 1 y 2},
D = {nifos y nifias de las filas 3 y 4}.

A, B, C, y D son subconjunto de U. Roguemos a los miembros que perte.
necen tanto al conjunto 4 como al conjunto C que se pongan de pie; asi
veremos que se paran todos los nifios de las filas 1 y 2. Por lo que hemos
usado dos conjuntos, 4 y C, para formar un nuevo conjunto: el de aquellos
elementos que pertenecen a ambos conjuntos 4 y C a la vez. En conse-
cuencia, hemos realizado una operacién binaria con los conjuntos 4 y C.
Este es un ejemplo de lo que queremos expresar por la interseccién de dos
conjuntos. En general, tenemos la siguiente definicién:
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Si A y B son subconjuntos de un universo, la interseccién de A
y B, simbolizada por ANB, es &l conjunto de todos los elementos
que pertenecen a ambos Ay B a la vez,

El grupo simb6lico ANB se lee “la interseccién de 4 y B”, o también “4
interseccién B”. Puesto que todos los miembros que pertenecen a ambos
conjuntos 4 y B deben ser también miembros de U, entonces el universo es
cerrado con respecto 2 la operacién de obtener intersecciones de conjuntos.
Ademiss, ya que AN B tiene exactamente los mismos elementos que B4,
es verdadero que, para dos conjuntos cualesquiera 4 y B,

ANB = BNA,

por lo que la operacién de formar la interseccién de dos conjuntos es con-
mutativa,
Nuevamente consideremos el ejemplo

U = {a’ b? C’ d’ e} f, g) k}’
4= {a b, c},

B={b, ¢, d},

C={def g h}

D = {#h}.

Puede comprobarse que
ANB = {a, b, c}N{b, ¢, d},
= {b, c}. .
(¢Son significativos estos simbolos? Lo que en efecto se quiere decir aqui,
es que el conjunto de elementos que pertenecen a ambos conjuntos 4 y B es

el conjunto de elementos que pertenecen a {a, b, ¢} y {b, ¢, d} ala vez; o
sea el conjunto cuyos elementos son b y ¢; esto es {b, ¢}.) La figura 23 es

U

ANB={b, ¢}

Ficura 23
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un diagrama de Venn que ilustra lo anterior, en donde AMB es la regién
que se representa rayada.

Los conjuntos 4 y C de nuestro ejemplo, no tienen elementos comunes;
por tanto, la interseccién de los conjuntos 4 y C no tienen elementos, y por
eso es el conjunto vacio. Esto puede escribirse asi

ANC =0,

lo que ahora leeremos: “la interseccién de 4 y C es el conjunto vacio”. El
diagrama de Venn de la figura 24, nos muestra esta situacién. Cuando dos

¢
b ¢
Jd
e f g k /
ANC=9
Ficura 24

conjuntos no vacios se caracterizan por no tener elementos comunes, se les
llama conjuntos disjuntos. De una manera méas formal:

Si A y B son conjuntos no vacios se dice que A y B son disjuntos
st, y sélo si ANB = .

Ahora estamos listos para analizar algunas intersecciones mas interesan-
tes. Un ligero andlisis basta para convencernos de que si para dos conjuntos
cualesquiera 4 y B se tiene A C B, entonces

ANB=A.

En palabras, si un primer conjunto es subconjunto de otro conjunto, en-
tonces su interseccién es el primer conjunto. La figura 25 es un diagrama
de Venn que describe esta situacién V
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U B

z

ANB=A
Figura 25

Puesto que todo conjunto, en cualquier ejemplo o problema, es un sub-
conjunto del universo, se concluye que para todo conjunto 4,

UNA = A4

Esto se muestra en el diagrama de Venn de la figur;i 26.

,U:ﬂAzA

Froura 26

Aunque el proceso de obtener la interseccién de dos conjuntos, asi como
el de obtener su unién, es una operacién binaria, podemos extenderla a méas
de dos conjuntos, mediante la siguiente definicién:

Para tres conjuntos cualesquiera A, B y C, ANBNGC simboliza
al conjunto (ANB} NC.

El paréntesis indica que AN B se obtiene primero.
Consideremos :ahora las figuras 27 y 28 que muestran AN B primero y
después (AN B) NC.
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ANEB (AnNBYNC
Ficura 27 Ficura 28

En las figuras 29 y 30, vemos primero BNC, y después AN {BNC).
Cuando comparamos. las figuras 28 y 30, es evidente que para tres con-
juntos cualesquiera 4, By C,

(ADBYNC = AN(BNC).

BNC AN (BNC)

Ficura 29 Ficura 30

En otras palabras, la operacién de formar la interseccién de conjuntos
es asociativa. Esto no constituye una prueba de la asociatividad, pero la
hace admisible.

Grupo de ejercicios 4.

1. Dados U = {Paises de América},
B = {Bolivia, Salvador, Argentina, México, Estados Unidos},
C = {Argentina, Colombia, Uruguay, Bolivia},
D = {Salvador, Bolivia, Brasil},
E = {Panam4, Canadi, Paraguay}.
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Obtenga una lista de los miembros de cada uno de los siguientes con-
Jjuntos.

2) BNC d) (BNDYNC
b) CND e) DN(CNB)
¢) CNE ) (BNE)YNC

2. Dados U ={1,2,3,4,5, ..., 15},

A=1{24,6,8, 10, 12 14},
B= {1, 8,5; 7, 9; 11, 13,15},
C=1({3,6,9 12, 15},

D = {4, 8, 12}

Obtenga una lista de cada uno de los siguientes conjuntos.

a) ANB d) (ANCYND
b) BNC ¢) BN(CND)
¢) AND f) (AnD)yNneC

3. Mediante rayado, indique los siguientes conjuntos.

2) ¢)
£
()
N
XNz Yynz
b) d)

£\

60

(XNZ)yny XN(YNz)
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Combinacién da_operaciones con conjuntos

Cuando se combinan los procesos de obtencién de uniones e interseccio-
nes de conjuntos son de gran utilidad los diagramas de Venn para visua-
lizar los resultados. Sdlo consideraremos aqui algunos ejemplos; pero si se
desea hacer algunos otros experimentos por cuenta propia, se encontrari
que las combinaciones de estas operaciones ofrecen muchas posibilidades
para la formacién de conjuntos.

Primero consideraremos la proposicién

AN(BUC) = (ANB)U (4NC).

:Es verdadero este enunciado? En las figuras 31 a 33 tenemos una secuen-
cia de diagramas de Venn que muestran graficamente AN({BUC); la que
se obtiene (fig. 31} primero mostrando 4, By C; segundo (fig. 32), BUC,
y tercero (fig. 33) AN(BUC),

U U

a0

A, B,yC BUC
Froura 31 Ficura 32
U

AN(BUCQ)

Ficura 33
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Comparemos, ahora, esta secuencia con la de las figuras 34 a 36, en las
que figura 34 muestra ANB, la figura 35 muestra ANC y la figura 36
muestra (ANBYU(4NC).

U U
)
l
é
ANRB ANC
Fioura 34 Ficura 35
U

(ANBYU(ANC)
Fioura 36

Claramente las figuras 33 y 36 muestran la misma regién rayada y con-
cluimos de esto que nuestro enunciado original es verdadero. La operacién
de obtener la uni6én e interseccién de conjuntos tiene la propiedad de que
para los conjuntos 4, B y C la proposicién

AN{BUC) = (ANBYU{ANC)

es verdadera. Esto se conoce como propiedad distributiva.
Grupo de ejorcicios 5
1. Forme una secuencia de diagramas de Venn para ilustrar que 4U (BN C)

= (AUB) N (AUC) es una proposicién verdadera.
2. Mediante rayado, indique los siguientes conjuntos.
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b}
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U oy
Y
XU (YNZz) (XNY)NZ
U d} U
6‘5
Xn(Yuz) (XUZ)NY

Dados U = {maestros de escuela primaria},
A = {maestros de escuela primaria que han viajado a Europa},
B = {maestros de escuela primaria que han viajado a Estados
Unidos}.

Describir en palabras cada uno de los siguientes conjuntos:

a) AUB
b) ANC

Dados U = {80, 81, 82, 83, 84, ..., 100},
A = {80, 85, 90, 95, 100},
B = {80, 90, 100},
¢ = {80, 82, 84, 86, 88, 90},
D = {81, 83, 85, 87, 89},

Obtenga una lista de los miembros de cada uno de los conjuntos:

a) AU(BNC) ¢) (ANB)U(CND)
b) (AUB)NC d) (ANC)N(CUD)
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Productos cartesianos

Como tiltima operacién con los conjuntos consideraremos otra operacién
binaria con la cual obtenemos un nuevo conjunto, operando con dos conjun-
tos; aunque esta operacién produce un nuevo conjunto que no esti en U.
Pero antes de discutir esta operacién es necesario establecer qué se entiende
por un par ordenado.

Cuando se aparean objetos, el orden en que se toman para aparearlos
puede —o no— ser importante. Por ejemplo, el orden en el que se apli-
quen la sal y la pimienta a la ‘comida no tiene importancia, pero el orden
en el que se coloca un zapato y un calcetin en el pie es de importancia.
Cuando el orden es importante, los matematicos usan el grupo simbélico
(a, b) {léase “el par ordenado @, b”} para simbolizar que a es apareado con
b, pero ademés, que « se considera primero. Entonces, en el ejemplo ante-
rior, podemos.escribir {sal, pimienta} y (pimienta, sal) indistintamente; pero
si queremos escribir {calcetin, zapato), esto significa algo muy diferente a
(zapato, calcetin). Formalmente,

Un par ordenado (a, b) es un par de objetos en el cual el orden
en el que se consideran los objetos debe ser primero a, vy des-
pués b.

El grupo de simbolos {a, b} no es notacién de conjuntos, y un par or-
denado no es un conjunto en el sentido en que hemos usado el término.
(Es posible formular una definicién para un par ordenado, exclusivamente
en términos de conjuntos; sin embargo, no adoptaremos este punto de vista,
y nuestros pares ordenados no se consideraran conjuntos como tales,) Las
letras @ y b usadas en {a, b) se llaman la primera y la segunda componentes
(no “miembros”) respectivamente, del par ordenado.

Definimos: dos pares ordenados son iguales si, y sblo si, dichos pares
tienen las primeras componentes idénticas e idénticas las segundas compo-
nentes: (a, b) == (¢, d) si, ysdlosi,a = ¢y b = d. Entonces,

(a, b) = (a, b), pero (a, b) 5% (b, @) a no ser que a = b.

Para que se comprenda con mayor claridad esta otra operacién binaria
con los conjuntos, considérese este ejemplo: “En una fuente de sodas se
sirve pastel de chocolate y pastel de fresa con cualquiera de los siguientes

helados: vainilla, chocolate, fresa o nuez; ;cuintas combinaciones diferen-
tes de pastel y helado podrén ofrecerse?” Las posibilidades son:

Pastel de chocolate y helado de vainilla,
paste] de chocolate y helado de chocolate,
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pastel de chocolate y helado de fresa,
pastel de chocolate y helado de nuez,
pastel de fresa y helado de vainilla,
pastel de fresa y helado de chocolate,
pastel de fresa y helado de fresa,
pastel de fresa y helado de nuez.

En nuestra lista vemos que se tienen ocho posibilidades.

En nuestro ejemplo, el pastel de chocolate y el de fresa son los miembros
de un conjunto, y los helados de diferentes sabores son miembros de oo
conjunto. Las combinaciones de pastel y helado forman el conjunto de
todos los posibles pares ordenados en los cuales la primera componente es
un elemento del conjunto de pasteles, y la segunda, un elemento del conjun-
to de helados de diferentes sabores. Todas estas combinaciones forman un
conjunto llamado producto cartesiano * de los dos conjuntos.

Una manera conveniente de representar la formacién de un producto
cartesiano es mediante un arreglo o red. La figura 37 es un arreglo que re-
presenta los apareamientos del ejemplo anterior en el cual 4 es el conjunto
de dos clases de pastel y B es el conjunto de cuatro tipos de helado. Cada
par ordenado se forma de una clase de pastel y una clase de helado. En el
arreglo se representa cada par ordenado mediante un punto.

y:|
pastel de : 3 3 .
chocolate  d) (d,v) (d, ¢} (d, ) {d, )
paste] de : : . .
fresa a} {a,v) (a,0) {a,8) (a, p)
B
helado de helado de helado de helado de
vainilla chocolate fresa nuez
v) c) s) p)
Ficura 37

Definamos, ahora, el producto cartesiano.

* La palabra “cartesiano’ se deriva del nombre del mateméitico francés Rene
Descartes (1596-1650).
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Si A y B son conjuntos, entonces el conjunto A X B (léase: “A
cruz B”), se llama el producto cartesiano de A y B y es el con-
junto de todos los posibles pares ordenados, tales que la primere
componente del par ordenado es un elemento de A y la segun-
da componente es un elemento de B.

Obsérvese que, en primer lugar, estamos hablando sobre un conjunto
cuyos elementos no son objetos simples, sino pares ordenados. Puesto que
los miembros del conjunto universal en el que estan incluidos 4 y B son
objetos simples, y los miembros del conjunto 4 X B son pares ordenados, el
conjunto A X B no es un subconjunto de UJ. Por consiguiente, la formacién
de productos cartesianos no es cerrada en U.

Considérese el conjunto universal

§={a, b, ¢ d),
A = {a, b},
B= (b, ¢, d}.

Entonces, el producto cartesiano 4 X B es el conjunto de todos ios posibles
pares ordenados cuyas primeras componentes son elementos de 4 y cuyos
segundos componentes son elementos de B. Entonces,

AXB={{(ab), (4 ), (a,d), (b b), (b ¢}, (b,d)}.

Nétese que el par ordenado (b, ) es un miembro de 4 X B. Anterior-
mente habiamos indicado que, en la notacién de un conjunto, repetir varias
veces un elemento en la lista, no era neccesario. Esto es {b, b} = {b}. Sin
embargo (b, ) es un par ordenado y no un conjunto, o sea un miembro
legitimo de A X B.

Continuando con nuestro ejemplo, observamos que

B x A= {(ba), (b b), (c,0), (¢, b), (d, a}, (d, b)}.

Comparando los miembros de 4 X By B X A vemos que no son los
mismos, puesto que los pares ordenados (a, ) y ( b, a), por ejemplo, son
pares ordenados diferentes. Por lo que podemos concluir que, en general, la
formacién de productos cartesianos no es conmutativa.

La figura 38 es un arreglo que muestra la formacién de 4 X B del ejem-
plo anterior. Observemos que ¢l eje vertical estd asociado con el conjunto
A, y que las letras a y b, que aparecen a la izquierda del mismo eje, corres-
ponden a las primeras componentes. De manera semejante, el eje horizon-
tal se asocia con el conjunto B, y las letras b, ¢, d, que aparecen debajo del

y dado
y
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eje horizontal, corresponden a las segundas componentes. Es una eleccién
arbitraria emplear el eje vertical para las primeras componentes y puede
usarse al revés (como ocurre en realidad) cuando usamos coordenadas car-
tesianas para representar puntos en ¢l plano.

Otra manera de representar la formacién de un producto cartesiano es
mediante grdficas arborecentes. La figura 39 es una grafica arborecente
que muestra la formacién de 4 X B en el ejemplo anterior,

(Primer A
elemento)

b (b, b) (b, c) (b,d)

a (a, b) (a,c) (a,d)

b c d

{Segundo elemento)

Orden de los elementos 4 X B

Ficura 38

Fioira 39
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Grupo de elercicios 6

1. Dados U = {Maria, Nora, Carmen, Ana, Guillermo, Pedro, Felipe,
Jaime},
A = {Maria, Nora, Carmen, Ana},
B = {Guillermo, Pedro, Felipe, Jaime}.

Construya un arreglo, o red, que muestre los apareamientos de posibles
compafieros de juego de baraja, de modo que uno de los compafieros
sea miembro del conjunto A4 y, el otro, miembro del conjunto B.

2. Dados U = {d, ¢, f: 8 h}:
A = {dJ é’, f}:
B= {e: l: 8, h}

Construya un arreglo o red que muestre la formacién de 4 X B.

3. Dados U = {w, x, 9, z},
C = {w, x},
D= {x, 9, z}.

Constuya una gréfica arborecente que muestre la formacién de C X D.

SUMARIO

Nuestro propésito en este cuaderno ha sido discutir algunos conceptos
elementales de la teoria de conjuntos y ver cémo pueden usarse para con-
tribuir a] esclarecimiento de la naturaleza del ntimero. Sélo se han analizado
algunos conceptos en el enorme campo de ricas y variadas ideas concer-
nientes 2 la teoria de conjuntos y el nimero. Los conceptos que hemos in-
troducido son fundamentales, y deben serle familiares al maestro de edu-
cacién elemental para poder ensefiar la matemética moderna.

Es nuestro deseo y esperanza que este pequefio cuaderno sea de utilidad
para explicar algunas de las ideas bésicas * que es preciso tratar en la discu-
sitén de la matemdtica moderna, en cuantoe a conjuntos y niimeros, y tal vez
pueda servir como fundamento para estudios posteriores mas profundos y
detallados de estas ideas. Hay exposiciones més amplias y profundas que
la presente. Esperamos el acogimiento decidido de los maestros para el es-
tudio de estas exposiciones.

* Estas ideas se usaran en otros cuadernos de la serie, especialmente en el cua-
derno 2: Nidmeros enteros.
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SIMBOLOS USADOS EN EL CUADERNO 1

siMBOLO

{}
A={Maria, Juan}
0

s m

8
D2CR NN SV AATL

(a, &)
AXB

SIGNIFICADO

Llayes: agrupar a los miembros de un conjunto
4 es el conjunto cuyos miembros son Maria y Juan,

El conjunto que no tiene miembros, llamado el con-
junto vacio o conjunto nulo. También se acostumbra
escribir { }.

Puntos suspensivos para indicar que en la lista se omi-
ten algunos de los miembros del conjunto.®

Es un miembro de **

No es un miembro de ***

Igual, es igual a, o es el mismo gue. Para conjuntos:
Contiene exactamente los mismos miembros que.

No es igual a

Es equivalente a

Menor que

No es menor que

Mayor que

No es mayor que

El conjunto universal o universo

Es un subconjunto de

Es un subconjunto propio de

El ntmero cardinal del conjunto 4

Unién

Interseccién

El par ordenado: a, b

El producto cartesiano de los conjuntos 4 y B, lo que
se lee: 4 cruz B.

* Los puntos suspensivos deben emplearse sélo en caso que se sepa claramente
cuf’es son los miembros o elementos que ge estdn omitiendo. [N. del T.]
*# Este simbaolo también se lee es un elemento de o pertencce; es mis comiln

usar'o como pertenece. [N. del T.]
®%% No es un elemento o no pertenecce. [N. del T.]
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RESPUESTAS A LOS GRUPOS DE EJERCICIOS
Grupo de ejercicios 1
1. @) {Tamaulipas, Veracruz, Tabasco, Campeche, Yucatan}
b) {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio} ‘
¢) {Luna)
d) Po{}
e) {Michigan, Erie, Huron, Superior, Ontario}
f} {a, b, ¢, d, e}
2.a) 3 b) 1 ¢) 2
3. a) € d) € g) &
b) & e) & h) €
c) € f) & i) &
Grupo de ejercicios 2
1. @ {carro, avién}
{barco} {carro, tren}
{carro} {avidn, tren}
{avién} {barco, carro, avién}
{tren} {barco, carro, tren}
{barco, carro} {carro, avién, tren}
{barco, avién} {barco, avién, tren}
{barco, tren} {barco, carro, avién, tren}
2. a) {Veracruz, Jalapa, Cérdoba)
b) {Matamoros, Ciudad Juérez, Laredo, Piedras Negras}
¢) {Jalapa)
3. El simbolo C puede insertarse en a, ¢, d

El simbolo C puede insertarse en todos

Grupo de ejercicios 3

. a) CUO = {Veracruz, Jalisco, Sonora, Nuevo Leén, Tamaulipas}

b} CUP = {Veracruz, Jalisco, Sonora, Colima, Michoacdn, Tamaunli-
pas, Coahuila}
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¢) OUP = {Nuevo Leén, Tamaulipas, Colima, Jalisco, Michoacin,
Coahuila}

. @) SUM = {Maria, Elena, Ana, Juan, Roberto, Jaime, Susana}

b) CUW = {Pedro, Maria, Felipe, Jaime, Nora, Ana, Juan, Roberto,
Susana}
¢) (SUC)UW = {Maria, Elena, Ana, Juan, Roberto, Pedro, Felipe,
Jaime, Nora, José}
d) CU(WUM) = {Pedro, Maria, Felipe, Jaime, Nora, Ana, José, Juan,
Roberto, Susana}

.a) AUB={1,2,3,45,6,7,8,09, 10, 11, 12}

3
b) BUC = {1,3,5,6,7,9, 11, 12}
¢) CUD ={2,3,4,5,6,7,09, 12}

d) (AUC)UD = {2.3,4,5,6,7,8,9, 10, 12}

Grupo de ejercicios 4

. a) BNC = {Boliv a, Argentina}

b} CND = {Bolkx a}

¢) C.E=QoCIE={}

d) (BND)NC = Bolivia}

e) DN (CNB) = {Bolivia}

fl (BNEYNC =@ o (BNEYNC={}

.a) ANB= o ANB={ }

b) BNC = {3, 9, 15}

¢) AND = {4, 8, 12}

d) (ANC)ND = {12)

¢) BN(CND) =P o BA(CND) = { }
f) (AnD)NC = (12}

XNz Ynz
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b lu

&

(XNzZ)yny

d)

U

&

Xn(¥Ynz)

Grupo de ejercicios 5

U x U / %
() || Uy
BnC AU(BNC)

D,

G

AUC

Ficura 4
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(AUB)N(AUC)
Fioura 5

Las figuras 2 y 5 muestran que

AU(BNC) = (AUB) N(AUC) es una proposicién verdadera.

2.
s [T b} [

Xu(¥Ynz) XNn(Yuz
e) i d)

(Xavynz (Xvuz)yny



62 CONJUNTOS

3. a} La uni6n de 4 y B es el conjunto de maestros de escuela primaria que
han viajado a Europa o a los Estados Unidos o 2 ambas partes.

b) La interseccién de 4 y B es el conjunto de maestros de escuela pri-
maria que han viajado tanto a Europa como a los Estados Unidos.

4. a) AU(BNC) = {80, 85, 90, 95, 100}
b) (AUB)NC = {80, 90}
¢) (ANB)U(CND) = {80, 90, 100}
d) (ANC)N(CUD) = {80, 90}

Grupo de ejercicios 6

1.
A
Maria (Maria, (Maria, (Maria, (Maria,
Guillermo) Pedro) Felipe} Jaime)
Nora (Nora, (Nora, (Nora, {Nora,
Guillermo) Pedro) Felipe) Jaime)
Carmen (Carmen, {Carmen, {Carmen, (Carmen,
Guillermo) Pedro) Felipe) Jaime)
Ana (Ana, (Ana, {Ana, | (Ana,
Guillermo) Pedro) Felipe) Jaime)
. . ; g "
Guillermo Pedro Felipe Jaime
2.
d {d,e) (d, ) (d, 9) {d, k)
e (e, €) (e, f) {e,9) (e, k)
f 1, 4, H 1,9 (f, &)

e f g A

Orden de los elementos A X B ’
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¢ D ¢ X D

B e e e (0, )

y““——'—‘——-"—-‘——(w,?})

w<
T — e —— — —(w, 2)

e C )

Yo S =)
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